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        Oldrich Alfons Vasicek 博士是 KMV 公司的创始人之一，同时也是穆迪 KMV 公司的特别顾问。在
其早期职业生涯中，他曾担任富国银行 (Wells Fargo Bank) 管理科学部门副总裁。Vasicek 博士曾在美
国罗切斯特大学、加州伯克莱大学、法国高等经济商业学院 (ESSEC) 教授研究生金融学课程逾 5 年。
此外，出生于捷克共和国的他在布拉格查理大学获概率论博士学位。Vasicek 博士一直从事于数理金
融的相关研究工作，特别是公司、金融工具与金融市场的数量模型开发。截止目前， Vasicek 博士已
在各金融与数学期刊发表论文超过 40 篇，并获有多项荣誉，其中包括格雷厄姆 - 都德奖 (Graham and 
Dodd Award)、罗格尔·F. 默雷奖 (Roger F. Murray Prize)、法国数量研究院奖及 IAFF 金融工程年度奖。
Vasicek 博士还被推选为衍生品交易策略名人堂、固定收益分析师协会名人堂、风险杂志名人堂的成员，
他所提出的利率期限结构理论被公认为是该领域的开山之作。




随机过程 ( 见图 1)。利率作为期限的函数，在某一个时点，不同期限的利率在一起组成利
率期限结构，也叫做收益率曲线 (yield curve)。利率期限结构模型将不同期限的利率随时间
的变动用一个联合的随机过程刻画（见图 2）。
注：美国 10 年期收益率月度数据样本区间为 1971 年 8 月 -2017 年 12 月，来源于美联储官网。中
国 10 年期收益率月度数据样本区间为 2007 年 1 月 -2017 年 12 月，来源为中国债券信息网。
图 1  中美 10 年期国债收益率
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图 2  中国国债收益率曲线（2007 年 1 月 -2017年 12 月）
利率期限结构利率是利率或有权益估值和风险管理的必要工具。利率或有权益是指那
些报酬取决于未来利率的证券或者交易，包括可赎回债券、互换、互换期权、利率期权上


























的借款到期时需要偿还 exp(rT)。一个年复利频率为 n（当 n =12 即为月度复利）的利率
Rn，与连续复利 r 的换算关系是
以 B(t,s) 表示到期时间为 s、到期票面价值为 1 的无风险零息债券在 t 时刻的价格。
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根据假设 (A1)，给定 t 时期之前的利率，短期利率在时间区间 [t,s], t ≤ s, 上的变化仅
仅取决于利率的当前值 r(t)。假设 (A2) 意味着，价格 B(t,s) 是 r(t) 的函数。因而，短期利
率是整个利率期限结构唯一的状态变量。
令短期利率的动态过程表述为：
其中 W(t) 是一个维纳过程。用 μ(t,s) 和 σ2(t,s) 分别表示价格为 B(t,s) 的债券的瞬时收
益率的均值和方差。
假设一个投资者，在 t 时期发行数量为 w1 的到期日为 s1 的债券，同时购买数量为
w2 的到期日为 s2 的债券 。假设所确定的数量 w1 和 w2 分别与 σ(t,s2) 和 σ(t,s1) 成比例。
那么这个资产组合是瞬时无风险的，将实现的收益率为短期利率 r(t)。并且 (μ(t,s) – r(t))/
σ(t,s) 这个比率独立于 s，它的值常用 λ(t) 标记，称为风险的市场价格，即债券多承担一单
位风险所要求增加的期望收益率。
对债券价格 B(t,s) = B(t,s,r) 应用伊藤引理，与式 (9) 比较可得  
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d ( )d dr r t W    \* MERGEFORMAT (13)式成立的基础上，用它去给利率衍生产品定价 ( 比如 Heath, Jar ow, Morton 模型 )。
4. Vasicek 模型
Vasicek（1977）给出关于利率期限结构模型的例子，其中短期利率服从均值回归随
机游走 (Ornstein-Uhlenbeck 过程 )。
风险的市场价格 λ(t,r) = λ 被设为常数。
Ornstein-Uhlenbeck 过程是一个马尔科夫过程，它的增量服从正态分布，它是平稳过
程。瞬时漂移项               代表一种将随机过程向长期均值   拉近的力量，力量的强度与偏
离长期均值的程度成比例。随机部分 φdW 使得利率围绕随机连续波动。给定当前水平值，
这个过程的条件期望和方差分别是：
对 (12) 式中的期望求解或者解 (11) 式，得到债券价格，
其中
同时，
方程 D(t,s) 描述债券价格受随机因子 r(t) 的影响。
到期日为 s 债券的瞬时收益率的均值 µ(t, s) 和方差 (t,s) 为  
债券的期限越长，瞬时收益率的方差越大。超过即期利率的预期收益率部分与标准差
成比例。对于一个期限特别长 (i.e., s →     ) 的债券而言，均值和方差趋近于极限。
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从 (2) 和 (16) 求解得到利率期限结构
注意，当 T →      ，长期债券收益率是 R(     )，进而解释了公式 (18) 的记法。
(21) 式给出的利率期限结构，从 T = 0 的短期利率的当前水平值 r(t) 开始，然后趋向





文献中出现了很多具体的模型。Cox, Ingersoll 和 Ross （1985b）推导了一个模型，其
中
其风险的市场价格设为                         。在这种情况下，债券价格也有解析解。它们
有如下的形式：
D(t,s) 的大小描述债券价格受随机因素 r(t) 的影响程度，公式为
其中
利率总是非负的。
Cox/Ingersoll/Ross 模型推导自一般均衡条件 (Cox, Ingersoll and Ross, 1985a)。绝大多
数其他模型是从无套利框架下推导的。
注意，CIR 模型使用记法 λ = − φη，这种记法会给风险价格的符号带来错误的印象。
对于一个正的债券风险溢价 EdB/B – r = η  r EdWdB/B，CIR 模型要求 λ 是负的。
模型参数需要受到一些限制以避免奇异现象。例如，当 α – φη < 0，在鞅测度下，r(t)
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说是不可能的）。同样，令波动率 φ 作为时间的函数，可以根据利率互换期权波动率进行
模型校准。Hull 和 White 给出债券价格的解析解，他们称为拓展 Vasicek 模型和拓展 Cox, 
Ingersoll, Ross 模型。这些模型属于 Duffie and Kan（1994）称为的仿射利率期限结构模型，
其中债券价格如式（23）。









(1) 风险源的数量 / 因子数量
单因子模型。该因子一般是短期利率；
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隐含的未来收益率曲线是现实的。











任何利率衍生品价格 P(t) 都满足偏微分方程式 (11)。衍生品的定价是通过对该偏微分方程
在边界条件下求解获得，而边界条件描述衍生品的收益情况。
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均值回复性 线性 线性 线性 非线性 无
波动率 φ φ φ√r φr φ
常参数 是 否 是 否 否
非负利率 否 否 是 是 否
利率分布 正态 正态 非中心卡方分布 对数正态 正态
解析解 是 是 是 否 是
表 1  单因子模型及其特征
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对任意变量 X 应用式 （36）和 （37）对债券定价，可得基础债券定价公式（12）。
10. Heath, Jarrow, Morton 模型
Heath, Jarrow, Morton 模型（1992）事实上不仅仅是一个模型：它是一个框架。它与
基本定价公式（12）相一致，又可以在不知道风险市场价格 λ(t) 的情况下对利率衍生品定
价。风险价格从当前的债券价格间接获得。这个方法其实是 Ho 和 Lee（1986）提出，之







其中 φ(t,s) 是远期利率 f(t,s) 的波动率，
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根据式（9）和（10）和（34），债券价格有如下约束条件：









对于给定的 r(t), 这是一个关于 s 的确定性函数，并不需要被更新。
对应于式 （47）的随机差分方程为
其中
HJM 模型假设    (t) 在 0 时刻是一个对所有 t ≥ 0 确定的函数。但是在下一个定价时点，
它需要改变，被重新校准。
Hull/While 以及其他描述性模型也是如此。
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